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Ar, Br, Cr, Dr, E8, E7, E6, F4, G2.´
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r
�

~[wg���&|]�[|1y&�{���$�R��|b���V�Qy��
α1, . . . , αr

Z?Î zR|������&|���y�wR|1�e~�y�����|��{�V�QyA���6��|A����w�y{zR|�|�}Vy{|�wg��|A�
 ��VwR¡V��w§���T~Q�[�¯~Q�Ï�T����|1wR�[y{|A�

α0
Z�Ð |��{z6~Q�g��y{zg|��$�e�¨y���|�y¯~Q����|A�O|1}��R��~[wg~�y�����w��Q�&zR���Ñy��

�1�[�$�R��y�|�~��&~[��y¯~Qw
�$~Qy{���Ò}#����������|1w
��w³Ó?}�|1�¯���T�{| Y�Z
��Ô�ÕRÖ¥×=ØDÙÚ�;ÛD�;Û

Ar

²
(εi, εj) = δij

�
∆ = ∆slr+1(F) = {εi − εj |i, j ∈ [r + 1]} ⊂ V

�
��zR|��{|

V
�T�=y{zR|]�{�R�g�{�g~���|��Q� ⊕r+1

i=1 Rεi

�[�[w$��zR�T�¯z�y�zR|]���g�Ü�Q�F���V��������wg~Qy{|�� � ��w�y{zg|��g~[�{���
{εi}
�&�T��¢1|1��� Z
Î ~Q¡[|

f ∈ V ∗
������|1w��V�

f(ε1) = r + 1, f(ε2) = r, . . . , f(εr+1) = 1 Ý zR|�wg��|�� f 6= 0
�[w

∆
�g~[wg�

f
���]��wey{|��[|���°Þ��~Q���R|����[w³~Q���ty{zR|����V�Qy�� Z

Î zR|�w��
∆+ = {εi − εj |i < j}

Z�� z6~�y��T�
Π ß �©��|�~[�{���[� α = εi − εi+1 ∈ Π

������wg��|
f(α) = 1

Z�Î zg|1��|�~Q��|
r
�{�����g��|����V�Qy¯�]~Q��y{���[|�y�zR|1� � ����wg�1|

Π
�{�g~Qwg�

V
��~[wg�

r
���g�¯z

α
�;�{�

Π = {αi = εi − εi+1}
r
i=1

Z
£R����y{zR|��&~[��y¯~Qw
��~�y{����}t����|���~Q���;y{zg~Qy�²

A =

(

2(αi, αj)

(αi, αi)

)r

i,j=1
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à]|�wg��|���y{zg|� b�VwR¡V��w³�R��~[�[�¯~Q�±��w³£����[�R��| Y[Z�Y ~ Z
Î zR|
��~[�{��|���y����V�Qy��T�

θ = ε1 − εr+1
�����

α0 = εr+1 − ε1

�
α0
�R|1wR�[y{|���y�zR|³�����&|���y

wR|���~Qy{���[|/���e�[y¯� Z(Î zR�����V��|����R��y{zR|S|�}Vy{|�wg��|A�á b�VwR¡V��wâ���T~Q����~[� � �M���[�ãy{zg|O��~�y��{��}ä��w
���V�Qy��

α0, α1 . . . , αr

�g��|�wR�Qy�|��
Ã =

(

2(αi,αj)
(αi,αi)

) �&��w
£����[�R��| Y[Z�Y ~ Z
��Ô�ÕRÖ¥×=ØDÙ³�;ÛTå�Û

Br

²
∆ = ∆so2r+1(F) = {±εi ± εj(i 6= j),±εi}

r
i,j=1 ⊂ V =

⊕r

i=1 Rεi.Î ~Q¡[|#y{zg|
f
~[wg~Q���[���[�g�{���Oy��

Ar

� �R��y��&|#zg~<��|
r
�&��~Qy{zR|���y�zg~Qw

r + 1
�{�V�Qy¯��wg���b�¦²

f(ε1) = r, . . . , f(εr) = 1
Z

Î zR|�w��
∆+ = {εi + εj(i 6= j), εi − εj(i < j), εi}

�;~[wg�
f = 1

�M���
εi − εi+1

~Qwg�
εr

Z
àb|1wg�1|

Π = {εi − εi+1 (i = 1, . . . , r−1), εr}
Z=Î zg|u�&~Q�{y�~[w��$~Qy{���Ò}$�T��~Q���$����y��T��|1wey{�T�1~[�æ�

|1}��1|1��y�y�zg~�y
Ar,r−1 = 2(αr ,αr−1)

(αr,αr) = 2(αr, αr−1) = −2
�����

A =
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Î zR|u�����©|A�¨y��{�V�[y&�T�
α0 = −(ε1 + ε2)

�R�����©|u�[|1y©y�zR|� b�VwR¡V��w/����~[�[�¯~Q������w³£G���[�g�{| Y[Z�Y � Z
��Ô�ÕRÖ¥×=ØDÙç�;Û�è�Û

Cr

²
∆ = ∆sp2r(F)

Z#Î zR|��{�V�[y���~Q��|�y{zR|���~Q�$|�~[��~Q�;���[|[��|�}R��|���y
±εi�;|��1�[�$|��

±2εi Ý �&|&~[���{�by¯~Q¡�|�y�zR|]�{~[�$| f Z=Î zR|1w�� f(εi−εi+1) = 1
�M�[�

i = 1, 2, . . . , r−1� ��~[�6|��6y�zR|��{|������$�R��|u���e�[y��
α1, . . . , αr−1

�¦�R~[wg���&|bwR|�|��#~Qw
r
y�z
�{���$�R��|��{�V�[y Z�� |��$����zey

��wR���ä�;���������R���ä��|�y
f = 2

�V�ç���R�$�$��wR�é�{�[�$|O�[��y{zR|S�R��|���|A����wR�
αi

Z à]���&|1��|1�A���ÒyAê �
���$�6�e�{�{���g��|�y����[�Ry�~Q��w

2εr

y�zR������~<� Z à]|�wg��|��
Π = {εi − εi+1 (i = 1, . . . , r − 1), 2εr}

Z
Î zR|�wR|��*�&~Q�{y�~[wO��wey{|1��|1�¯��~Q��| 2(αr−1,αr)

(αr−1,αr−1) = −2
��~[wg� 2(αr ,αr−1)

(αr ,αr) = −1
�F��zR�T�¯zX�[���[|��
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~[wg��y{zR|� b�VwR¡V��w����T~Q�[�¯~Q�3��w�£����[�R��| Y�Z�Y � ZGÎ zg|bzR���[zR|A�¨y©�{�V�Qy��T�
θ = 2ε1

�V�{�
α0 = −2ε1

�
~[wg���&|��[|1y�y{zR|�|�}Vy�|1wg��|A�³ b�VwR¡V��w³�R��~[�[�¯~Q�±��w³£����[�R��| Y[Z�Y � Z
��Ô�ÕRÖ¥×=ØDÙ,�6Û�ï�Û

Dr

²
∆ = ∆so2r(F) = {±εi ± εj(i 6= j)}r

i,j=1

Z  �|�ªgwR|
f ∈ V ∗

�V�
f(ε1) = r − 1, . . . , f(εr) = 0

Z
Î zR|�w

∆ = {εi ± εj(i < j)}
�R~Qwg�

Π = {ε1 − ε2, . . . , εr−1 − εr, εr−1 + εr}
�{��wg��|��&|

��|�y
f(αi) = 1

�M�[�]~Q���
i
Z

�©�[�$�R�Ry{|
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�{�$�©|�zg~<��|by�zR|� b�VwR¡V��w/����~[�[�¯~Q�±��w/£G���[�g�{| Y[Z�Y � Z
Î zR|�w��

θ = ε1 + ε2
�g�{�

α0 = −ε1 − ε2
�6���$�&|u��|�y�y{zg|

D̃r

��w/£G���[�g�{| Y[Z�Y � Z
��Ô�ÕRÖ¥×=ØDÙð�;ÛTñ�Û

E8
²

∆ = ∆E8
= {±εi ± εj(i 6= j), 1

2 (±ε1 ± ε2 ± · · · ± ε8)òÒóÞô¯óxõ&õ¦ö1÷�øAóxù6ú�û�ü#ýMþ ÿ{õ�ý�� }8
i,j=1,

����y{z
V =

⊕8
i=1 Rεi

Z=¤ |�y
f(ε1) = 23, f(ε2) = 6, f(ε3) = 5, . . . f(ε8) = 0 Ý �©|]z6~<�[|b~[w|��[|1w
wV�R���;|1���[�G���R�

f(εi)
�g�{�

f
�T����wey{|��[|����[w³~Q���F�{�V�Qy¯� Z?Î zR|�w��

∆+ = {εi ± εj(i < j),
1

2
(ε1 ± ε2 ± · · · ± ε8)òÒóÞô¯óxõ&õ¦ö1÷�øAóxùgú�û�ü
ýMþ ÿ{õ�ý�� }8

i,j=1

~[wg�
Π = {ε2 − ε3, ε3 − ε4, . . . ε7 − ε8,

1

2
(ε1 − ε2 − · · · − ε7 + ε8)}.

vxw§�g~[��y����1�R��~[���
f(αi) = 1

�M�[��~Q���
i Ý θ = ε1 + ε2

���{�
α0 = −ε1 − ε2

~[wg�X�©|$�[|1y�y{zR|
���T~Q����~[���

E8
~Qwg�

Ẽ8
��w³£����[�R��| Y[Z�Y | Z

��Ô�Ù��������AÙ§�6Û
	�������������������������! "$#&%'�)($*�+��-,

∆E7
= {εi − εj(1 ≤ i 6= j ≤ 8),

1

2
(±ε1 ± ε2 ± · · · ± ε8).�/1032547680 }

∆E6
= {εi − εj(1 ≤ i 6= j ≤ 6),±(ε7 − ε8),

1

2
(±ε1 ± ε2 ± · · · ± ε698/:0;2547680 ) ±

1

2
(ε7 − ε8))}.
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£R���

E7
�[�&|&�������R�R�T�¯¡

f(εi)
���uy{z6~�y�~Q���R���V�Qy��=z6~<�[|&wR�[w�°Þ¢1|��{�u��w�y�|1��|1�?��~Q���R|�� Z £R�[�=y�zR�T�1�

�&|�wg|1|��
f(εi)
y{�$�6|��R����y{��wg�¦y���wey{|1��|1�¯� � zR|�wg��|

±εi ± εj

~[�{|�~Q���F��w�y�|1��|1��~Qwg�#wR��w�° ¢�|1���e� Z
c �R�R�Òy�����wg~Q�������6�&|���~Qwey�~[w�|1��|1w/wV�R���;|1���Q�?y�zR|

f(εi)
y����;|����R� ZuÎ zg~�yu�&~<���g���e�[y��b�Q�

y�zR|���|A����wg��y¨�V�;|�~Q�T���$zg~<��|���wey{|��[|����<~[���g|�� Z�Î ~[¡[|
f(ε2) = 7, f(ε3) = 6, . . . , f(ε8) = 1 Ýy�zR|1w��

α1 = ε2 − ε3, α2 = ε3 − ε4, . . . , α6 = ε7 − ε8
~[�{|�~Q���F�����$�R��|u���e�[y��©���Òy�z#��~[���R|

1
Z

� |bzg~<��|
(αi, αj) = −1

���
|i− j| = 1

~Qwg�
0
�Qy�zR|1�������{|b�{���D~[���V~Qwg�

(αi, αi) ≡ 2
Z?Î zR|��{|

�T��d¨�6�¨y&�[wR|������{|������$�R��|u���e�[y��e~Qwg����y����g��y©�;|��[�Fy{zR|u��|A����wg�$y¨�V�6| Z=� |uwR|1|A�$y{���¯zR�V���{|
f(ε1)
~[�R�R���[�R���T~�y{|���� Z vxw#�[�¯��|1�©�M�[�

f
y����;|���wey{|��[|���°Þ��~Q���R|�����w#~[���t���e�[y����

f(ε1)
���6�¨y��6|

|��[|1w Z=Î ��~<�[�����#~�¢�|1���Q°Þ��~Q���R|����{�V�QyA���©|����������$~[¡[|���yb���We��1��|�w�y�������~[�{��|by�zg~�y
1

2
(f(ε1) − 7 − 6 − 5 − 4 + 3 + 2 + 1) > 0,

�{��w6��|�y{zg~Qy�ê �uy{zR|��������{|���y��©|$�1~[wO�[|1y�y{�
¢1|1���
�Ò�
f(ε1)
�T���T~Q���[| Z�f ���$�R�����M�V��wg�g���&|$zg~<�[|�²

f(ε1)
|1��|1w���~[wg�

f(ε1) > 16
���{�¥�&|[ê ����y¯~Q¡�|

f(ε1) = 18
Z,Î zg|1w

f(α7) = 1, α7 =
1
2 (ε1 − ε2 − ε3 − ε4 − ε5 + ε6 + ε7 + ε8)

�R~Qwg���©|uzg~<��|]y{zg|��T~[��y��{�����g��|u�{�V�[y Z=� |�zg~<��|
(αi, α7) = 0

�M�[��~Q���
1 ≤ i 6= 4 ≤ 6

������y{z
(α4, α7) = −1

~Qw6�
(α7, α7) = 2

Z àb|1wg�1|[�
~[���ty�zR|�����wRwR|���y{���[wg��~[�{|��{���$�R��|[�R~[wg���&|�zg~<�[|uy�zR|��{���[zey]���T~Q�[�¯~Q� Z=Î zR|�zR���[zR|A�¨y����V�Qy����
�1��|A~Q�����

θ = ε1 − ε8
f
7→ 17,

�{�
α0 = ε8 − ε0

�;��zg���¯zO�1�[wRwg|��¦y¯� � �����$�R�����]�[wR���³���Òy�z
α7
�

�{�$�©|�zg~<��|by�zR|��{���[zey�|�}Vy�|1wg��|A�³����~[�[�¯~Q�*y��e� Z
£R���

E6
�t�&|��¯zR�V���{|�y�zR|$�{~[��|

f(ε2), . . . f(ε8)
Z�Î zR�T���[���[|��b�g��y{zR|��M�[����������wR�#�����$�R��|

���V�Qy���²
α1 = ε2 − ε3, . . . , α4 = ε5 − ε6, α5 = ε7 − ε8

�b����y{z
(αi, αj) = −δij

���
1 ≤ i, j ≤ 4 Ý ~Q��� (αi, αi) = 2

�R~Qwg�
α5
���V|��{w�ê y��1�[wRwg|��¦y�����y{z/~QwV���[��y{zg|��{|u���V�Qy¯� Z�g �����

y����¯zR�V���{|�y{zR|��{���[zey
f(ε1)
�t�&|�~[�����g��|���y�ê ����~[�{��|�~Qwg�
y¯~Q¡[|�y{zR|��{��~Q����|A�¨y�wR�[w�°ÞwR|���~�y�����|

wV�R���6|����©|��1~[w#��|�yA²
1

2
(f(ε1) − 7 − 6 − 5 + 4 + 3 − 2 + 1 > 0,

�{�
f(ε1) > 12

Z c ���6|1�M�[��|[���©|$��~Qwey��Òy�y{�/�;|�|1�[|�w��G~[wg�§���/�g���¯¡
f(ε1) = 14

�G��zR���¯z
������|���y{zg|]��~��¨y��{�����g��|]���V�Qy

f(α6) = 1, α6 = 1
2 (ε1−ε2−ε3−ε4 +ε5 +ε6−ε7 +ε8)

Z
α7�1�[wRwR|A�¦y¯���[wR���
���Òy�z

α3
~Qwg�

α5 Ý (α3, α6) = −1, (α5, α6) = −1
~Qw6�

(α6, α6) = 2
Zhf �g�

y�zR|��1�[wRwR|A�¦y�����wg��~Q��|b~[���;�����$�R��|���~Qwg�$�&|]�[|1y�y�zR|��1�[���{|A�¦y����T~Q����~[� Z�Î zR|bzg����zR|���y����e�[y���w
y�zR������~[�{|b�T�

θ = ε1 − ε6
f
7→ 11
�e�{�

α0 = ε6 − ε1
����zg���¯z
���[wgwR|���y��©�[wR�������Òy�z

α4
����zg���¯z��

~[��~Q��w��V�[���[|A�©y{zR|�������zey�|1}Vy{|1w6��|��³���T~Q����~[� Z
��Ô�Ù��������AÙOåFÛ
	���������������������@�Y���! CiE*�HTSj���[ ?�-#k%'�l(D*�+��8,

∆F4
= {±εi ± εj ,±εi,

1

2
(±ε1 ± ε2 ± ε3 ± ε4)}, 1 ≤ i 6= j ≤ 4

∆G2
= {εi − εj ,±(εi + εj − 2εk)}, 1 ≤ i, j, k ≤ 3,

*!ICImS����@A;�CH1��A
<=���?>���@�nA?($�o��*!�p�l�L*�IR��`WIR*�A;���HD��>���

F4
*�HTS

G2
#q*�H1S]��($�%rA?($*!AsA?($��JQ($*�+��tAC(D�QS!��*�Z[��*����

�CHN	'�KZ[`W���\�[ C�8(�#?�� 
à]|��{|����&|��g�{����|�|��O|�}R~[��y{���O~[�u��wSy�zR|$�R��|1�V�����g�u|�}�|1�¯���T�{| Z £g�[�

F4
�G�©|��R�T�¯¡

f(ε1) =
8, f(ε2) = 3, f(ε3) = 2, f(ε4) = 1

����zR�T�¯z��[���[|A���6��y�zR|������$�R��|©���V�Qy��
α1 = ε2−ε3, α2 =

ε3 − ε4, α3 = ε4, α4 = 1
2 (ε1 − ε2 − ε3 − ε4)

�V����y{z��{�����g��|u���[wgwR|���y{���[wg���6|1y¨�©|�|1w
α1
~[wg�

|A~[�¯z��Q�
α2
�
α3
�
α4
Z c �R�R�Òy�����wg~Q�������[y�zR|1��|b�T��~������R�R��|�°x~Q���{���ä����wRwR|���y{���[w��M���[�

α2
y��

α3
�

�{�#�&|��[|�yuy{zg|$�1�[���{|A�¦y����T~Q�[�¯~Q� Z
α0 = −ε1 − ε2

f
7→ −11

����wRwR|���y����R�X�[wg���/����y{z
α1
�

��zR�T�¯z
�[|�y¯���g��y�zR|�|�}Vy{|�wg��|A�#���T~Q����~[� Z
£R���

G2
�t�R�T�¯¡

f(ε1) = 4, f(ε2) = 2, f(ε3) = 1
�t��zR���¯zS�[���[|A�]�g���{���$�R��|����V�Qy¯�

α1 =
ε2 − ε3

~[wg�
α2 = ε1 + ε3 − 2ε2

�R����y{z
(α1, α1) = 2

�
(α2, α2) = 6

�g~Qwg�
(α1, α2) = −3

�
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v?w�xvCy�xv?z-x vC{�x

« nMr�¬�sFd}|F®Dg®bÎ zR|#�M�[�g�$ ��VwR¡V��wä���T~Q�[�¯~Q� �1�[wRwR|A�¦y�����w¥y¨�V�6|A�1�&���[����|�°
���;�[w6����wg�$y{��y{zR|��M���R��y¨�V�6|A���Q�

2 × 2
�&~Q�{y�~[w#��~Qy{���Ò}��$��wR�[�¯� Z

. . .
. . . . . .

~�

�
D̃4

Tp,q,r

� ~e� � �6�

« nMrG¬�sFd�|�®R|F®tf �[�$|����T~Q����~[�$���M�[��y�zR|��{���$�R�����T~[�1|��
�1~[�{| Z

« nMrG¬�sFd�|F®R��® c ���e���³���Òy�z
��wR|����[�g�R��|1°Þ�1�[wRwg|��¦y�����w Z

��zR�T�¯zÚ�[���[|A�$y{zg|O��|��{���{|A�Ú���[wgwR|���y{���[w Z
α0 = ε2 + ε3 − 2ε1

f
7→ −5

������y{zâ~¥�{�����g��|
�1�[wRwR|A�¦y�����w�y��

α2
�6~[����w#y�zR|�|�}Vy�|1wg��|A�³����~[�[�¯~Q� Z
��Zl��c�_GfAf1noiVn?�6_��tnMhGléhGi�j�kGl�m�nol j$nT_FrGst_�`uf

�
��Ù��D��ÙVÖ åFÛæ�6Û��T(D�F�
J�HW���CHOS���*8Z!��*!�Y�E�>j*!ICI&�CHTS[�L�L��QP$���*���I����_*��@A�*�H��p*!A3�@���L����*����
Ar, Br, Cr, Dr, E8, E7, E6, F4, G2

 
<k�78a>� � |�zg~<��|=y{�u�¯zR�V���{|�����wRwR|���y{|A���[�¯~Q�Rzg�����Òy�z�����wRwR|A�¦y{���[w6���Q��y�zR|'�]y¨�e�;|�����|��R����y{|A�
��w#£����[�R��| �RZ�Y �V�{�g�¯z�y{zg~Qy©y�zR|��$~Qy{���Ò}��[�G~QwV�����g�R�[�¯~Q�Rz�zg~[��~��6�e����y{���[|u��|�y�|1������wg~[w�y Z vxw
�g~[��y����1�R�T~Q�A���[�R������~[�Rzg�=����wey�~Q��w$wR��|�}Vy�|1wg��|A�$ b�VwR¡V��w�����~[�[�¯~Q���=~[�=��wg���g�1|����{�R�R����~[�Rzg���
�{��w6��|uy{zR|A��|�z6~<�[|���|�y�|1������wg~[w�yh� Z
Ð ~Q�{y Y�Z �©��~��{�{�Ò�M�§~Q�����{�{���$�R���S�T~[�1|����� ��VwR¡V��wq�R��~[�[�¯~Q���1�G� Z | Z �g����wR����wR�����Q°��[� Y °Þ|�����|
�1�[wRwR|A�¦y�����wg� � ��zR�T�¯z��1�[���{|A���;�[w6��y{��~��{�e�$�$|�y��{�T�

A
� Z�f �g�¯z�~u����~[�Rz��1�[wey�~[��wg��wR���1�V�1��|A�1�

�{��w6��|�y�zR���{|b~Q��|
Ãr

Z vÞ�Fy{zR|��{|b~[�{|�wg���R�¯~Qwg�¯zR��wR���;�[��wey������&|]�[|1y
Ar

Z�g |�}VyA�V�{�g�¯z�~�����~[�Rz
�1�[wey�~[��wg��~Qy��$����y Y �R�¯~Qwg�¯zR��wR�³�;�[��w�yA���{��wg��|��[y{zR|��{���T�{|���y��1�[wey�~[��wg�

D̃r

Z vÞ��y{zg|1��|�����~
�R�¯~Qw6�¯zR��wg���;�[��w�yA�R�[wg|uz6~[��~�y��$����yh���g��~[wg�¯zR|���������wg�1|

D̃4
�T�&y{zR|)�Q°x��y�~Q����w
£����[�R��| ��Z5� ~ Z

Î zV�g���V�©|u~Q��|b��|��oy����Òy�z
~��[�¯~Q�Rz��Q��y�zR|b�M���{�
Tp,q,r(p ≥ q ≥ r ≥ 2)

��|��R�T�¦y{|A����w#£����[�R��|
�RZ � � Z�� ��y�y�zR|��[�¯~Q�gzX��~QwRwR�[y�����w�y¯~Q��w¥~QwV�O�[�

Ẽ6 = T3,3,3, Ẽ7 = T4,4,2, Ẽ8 = T6,3,2,zR|�wg��|�y{zg|u��wR�����6�e�{�{���g�����Òy���|A��~Q��|
Dr, E6, E7, E8

Z?� zV� ß f �R�g�6�e��| r = 3
�ey{zg|1w

p ≥ q ≥
3
�t�{�
�Òy�����wey�~Q��wg�

T3,3,3
Z àb|1wg�1|[�

r = 2
Z £R���[�

Ẽ7
�F�&|���~Qw�ê y�zg~<�[|

q ≥ 4 ⇒ q = 2, 3
�

~[wg���&|��[|1y
p ≤ 5
����¡[|������{| Z
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Ð ~Q�{y ��Z �©�T~[���{�Ò�M�q~[����wR�[wR°Þ�{���$�R��� �T~[�1|��ç���T~Q�[�¯~Q�����©� Z | Z y�zR���{|�����wey�~Q��wR��wR�¥���[�g�R��|1°��[�
y��{���R��|�°Þ|�����|u�1�[wRwR|A�¦y�����wg� � �1�[���{|A���;�[wg�R��wR��y{��wg�[w�°x���V�$�$|�y��{�T�

A
� Z©Î zR���b�1~Qw
�;|����[wR|��V�

~��$���{|u���[�$�R���T�1~�y�|�����~[�{|�~Qw6~Q���V�{�T� Z à]���&|1�[|������©|�ê ������¡[|u~Qw�|��;|A�¦y{���[|��&~<���Q�����R����wg���[�Ry
���T~Q����~[���b����¡�|$y{zR|���wR|$��w¥£����[�R��| ��Z � Z�Î zR�T���1~[wS�;|����[wg|��V�O�1�[�$�R��y���wg�/�$~[wV����~[�{��|
��|1y{|��{�$��wg~Qwey������R��y]�&|��©���R�T���¯~�y�zR|1�]~[�{���R|��6����wR��y{zR|��M������������wR�g²
��Ô�Ù��������AÙ�è�Û
<k��!+��YA?($�&>��ICIR!%��CH�ZNA;%'F`�����>L`WIsIR���\�F*���,
�©ÙeÖqÖ ÕOåFÛoåFÛ]�s��A

A =















2 −a 0 · · · 0

−b

0   
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

An−1















.

�T($��H$#
det A = 2 detAn−1 − ab det An−2

#q%m(D���7�
An−2

���
A
%��CA?(NA?($���'�L�LA'*!H1S����L�L�H1S

��!%q�Y*�H1S��L�I�`W�\H$�
S[��IR��A �LS[ 
<k�78a>� b �|1wR�[y{|u�V�

A\(i, j)
y{zR|u��~�y��{��}

A
����y{z#y{zR|

i
y{z#�{���Ú~Qw6�

j
y{z#�1�[���R�$w���|1�$���[|A� Z

vxw
�g~Q�{y{�T���g��~[���
An−2 = A\(1, 2)\(1, 1)

Z
Î ���g�{����|]y{zg������|1�$��~R���&|�|1}��g~Qwg��y{zg|��R|�y{|��{�$��wg~Qwey��V���$��wR������~[����wR��y�zR|uªg�¯�¨y��������
��|�y�y���wg�

det A = 2 det An−1 + a det A\(1, 2) Ý y{zR|�w��t�©|�|1}��g~Qwg� det A\(1, 2)
~[����wR���Òy¯�

ªg�¯��y��1�[���R�$w�����zR�T�¯z³�[���[|��
det A = 2 det An−1 − ab detAn−2

�R~�����|��{���{|A� Z
�

�©ÙeÖqÖ ÕOåFÛTè�Û]�s��A

A =























c1 −a1 0 · · · 0 −bn

−b1 c2 −a2 0 0

0 −b2 c3

         
   

0

      
−an−2 0

0

   
−bn−2 cn−1 −an−1

−an 0 · · · 0 −bn−1 cn























.

�T($��H$#
det(A − εE12) = det A − ε(b1 det An−2 + a2a3 . . . an)

 ¢¡@H£P$*!�@A3����`WIR*!�L#G� >
det An−2 > 0

#
b1 > 0

#
a2 . . . an > 0

#&*!H1S
ε > 0

#_A?($��H
det A − εE12 < det A

 
<k�78a>� Î �S�g�{����|�y�zR���$��|1�$��~R�&�&|
|1}��g~Qwg�qy{zg|³�R|�y{|��{�$��wg~Qwey��Q�

A − εE12
~Q���[wR�Sy{zR|

�{|��1�[wg�
�������R�$w#y{�$�[|1y
(a1 + ε) det A\(1, 2) + c2 det A\(2, 2) + b2 det A\(3, 2) = det A + ε detA\(1, 2).

A\(1, 2)
���e��¡��©����¡[|uy{zR�T��²



















−b1 −a2 0 · · · 0

0 c3

Z Z Z Z Z Z ZZZ
ZZZ Z Z Z Z Z Z

−an−2 0

0

Z Z Z
−bn−2 cn−1 −an−1

−an · · · 0 −bn−1 cn



















.

vÞ�;�©|&|�}��g~[wg����y��?��|1y{|��{�$��wg~Qwey?~Q���[wR��y{zR|&ªg�¯��y=�1�[���R�$w��Q�&|©��|�y
−b1 det A\(1, 2)\(1, 1)+

(−1)n−1an det A\(1, 2)\(n−1, 1)
Z�Î zR|=ªg�¯�¨yG�g~Q�{yF�Q�Vy{zR|?|1}��R�{|A�{�{���[wu�����{�����g���

−b1 det An−2
Z
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det < 0det < 0det = 0det = 0

« nMrG¬�sFd�|F®�¥G®]Ð �����{���R��|uwR|1���[zV�;�[�¯���Q�
G2
��w/~$����~[�[�¯~Q� Z

c �&�M�[��y{zg|���|A���[w6���g~[��yA�Vy{zR|���~Qy{���Ò}��&|��[|1y]����²














−a2 0 · · · 0

c3

Z Z Z Z Z Z ZZZ
Z Z Z Z Z Z

−an−2 0Z Z Z
−bn−2 cn−1 −an−1















,

��zR�T�¯zá�T�������&|1��y��{�T~Qwg�[�R�T~Q�#���Òy�z,~q�R��~[�[�[w6~Q���1�[wg�{�T�¨y���wR�é�Q��~[���
ai

�
2 ≤ i ≤ n − 1

�
zR|�wg��|b���Òy�z���|�y�|1���$��wg~[wey

(−1)n−2a2a3 . . . an−1
Z=Ð ��y{y{��wR��~[���gy{zR�T��y��[��|�y{zg|1�A�[�&|]�[|1y�y{zR|

��|A������|��
det A + ε(−b1 det An−2 − a2a3 . . . an).

�

¤ |��$�$~ ��Z �����$�R����|A�?y�zg~�y���w�y�zR|]wR��w�°Þ�{�����g������~���|�����~[�{|[�[y{zR|��{|]~[�{|�wR����������|���~����&|1��� Z
Î zR�T�$�T�$�6|A�1~Q�6��|

det Ãr−1 = 0 Ý �{�g�©~[wV�¥�Qy{zg|1����������|³���Òy�zä�{�R�t���T~Q�[�¯~Q�����Q�u�6�e����y{���[|��|1y{|��{�$��wg~Qwey����g��y]zg~<��|��R|�y{|��{�$��wg~Qwey
< 0
�V��y{zR|���|1�$��~ Z £g�[��|1}�~[�$�R��|���y{zg|�����~[�[�¯~Q�

��w
£����[�R��| ��Z ��zg~[�
A = Ã4 − E12

�R�{�
det A < 0

Z
g |1}Vy��V���V��¡e��wR��~Qy�y{zR|�|�}Vy{|�wg��|A�� b�VwR¡V��w����T~Q����~[�$���©|b��~Q�T���R�T~�y�|�y{zg~Qy©���Fy{zR|u���T~Q�[�¯~Q�
�1�[wey�~[��wg�

G2

� £������R��| Y[Z�Y �o���Òy����g��y��6|
G2
���e� ¤ |�����~ �RZ �RZq¦ y�zR|1�������{|[���Òy©���g��y�����w�y¯~Q��w

��wR|©�[�6y�zR|��6�e�{�{���R������y{��|��=��w$£����[�R��| ��Z �g��wR��wR|��Q�;��zR���¯z�zg~<��|��{�R��y�~[�R��|���|1y{|��{�$��wg~Qwey�²�y{zR|����
�&~[��y¯~Qw���~Qy{�����1|���~Q��|u�Q��y{zR|��M���{�

A =





2 −a 0
−b 2 −1
0 −3 2



 ⇒ An−1 =

(

2 −1
−3 2

) ~[wg�
An−2 =

(

2
)

.

àb|1wg�1|[�g�V� ¤ |1�$��~ �RZ � �
det(A) = 2 det(An−1) − ab det(An−2) = 2(1 − ab)

�g��zg���¯z/�T�
¢�|1���
����wR|1�e~�y�����|�����wg��|

a, b > 0
Z � Î zg|���~�y{����}S�Q�&y{zg|���|A����wg�O����~[�Rz§��wXy�zR|�ªg���R�{|��T�

~��¦y{�6~Q�����
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�R�g��yb~Q���ty{zR|��R|�y{|��{�$��wg~Qwey¯��~Q��|�y�zR|���~Q�$| Z �

vÞy]��|1��~Q��wg�&y{�����V�[¡�~Qy�y{zR|��1~[�{|���zR|1w³�&|�zg~<�[|��[wg�����{�����g��|����]���[�R�g��|��1�[wRwR|A�¦y�����wg� Z
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C̃r
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y¯~Q��wR|����M���[� y�zR|&|�}Vy{|�wg��|��$�&~Q�{y�~[w��$~Qy{���Ò}

Ã
�Q�

C̃r

�e����|1�R�T~[�1��wg���{�[�$|��[�
Ã, Ãn−1, Ãn−2�V�
y{zR|�����y{�¯~Qw6���;���{|����6��zg���¯zO�R�e|A��w�ê y��¯zg~Qwg�[|�~[we�
�Q��y{zR|���|�y�|1������wg~[w�y¯�b��w�y�zR|$�1~Q�T���g��~Q°

y�����w Z?Î ze�6�1�R�V� ¤ |1�$��~ ��Z5� �Vy{zg|1���b��|�y�|1���$��wg~[wey���~Q��|�~Q�T���F� Z
Î zR|��{|1�M�[��|
��wR��� �[wR|/�����R�R��|�����wRwR|���y{���[wä���$�;�����{���R��| Z£� ��yA��y�zR|1wç�&|��1~[wRwR�Qy�zg~<��|
�R�¯~Qw6�¯zR��wg���6����wey����t����wg��|

B̃r

���[wey¯~Q��wg�]~������R�R��|�|A���[|�~[wg�/~��R�¯~Qw6�¯zR��wg���6����wey Zlf �g�6y{zR|
��wR���S�{|���~Q��wR��wg���1~[�{|��T��~/����wR|����Òy�z ~³��|1�oy�°Þ�{���[zey������R�R��|�|�����|[��zg~<�V��wg�

p
����wR�[��|�|��R�[|��

y���y{zg|���|��oyA�t~[wg�
q
�{��wR�[��|�|A���[|A��y{�#y{zg|�������z�y Z

F̃4
zg~[�

p = 2, q = 1 Ý ��y���y���~[wg���;���{|�zg~��
p = 1, q = 2
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